Saturation of approximation processes (函数近似法の飽和) by 鈴木 義也





















東 北大学大学院 理学 研究科修 士課程数学専攻修了
 Sat urati・n ・f a狸r ・xi matiαa pr㏄esses
 (函数近似法の飽和)
 姦主蕩)洲之内 源一郎 教授 土 倉

























 函数の近似論における飽和 の概念は, 与えられた函数をある近似法によ り, 種々の線型ノルム空間で
 近似するとき に, その近似の度合とその函数の属するクラスとの相互関係 についての概念であ り, 」.
 Favar dが 1947年にN ancy におけ る調和解析 の コロキ ューム で提 示した次の問題 にもとづ く。
 (F&搬rd の問題) 函数 の. 与え られた線型 近似法に関して近似の最高次数 と、 それに到達する函 数族
 を決定するこ と。
 その後M. Zamanslg・, G. A]exits, P. L. Bu七zρrなどによって, 1949年以降 特殊な場合につい
 て特殊な方法でこの問題が解かれ, 一般的な解法および最良近似との関係などについてはG. Sunouchi
 によって, 1959年以 後の・一連の論文で明確にされ丁こ。
 近似法の飽和の明確な定義は以下のようになさ れる。 「 Pπ (諾)=P (∫ 蜘 )を∫(¢) のある線形近
 似法でパラメ 一夕 一πを持つものとする。 いま正の減少函数 妖 π) と, ある trivia】 でない函数族ズと
 が存在して
    1げ 一 1㌔ 11 =0{卯〔π)}
 となるのは∫(濫)がこの近似法の不変要素の時に限 り,
    i!∫一Pπ 11=o ゆ(π)1
 となるのは∫(諾)C-4の時に限るならは, この近似法は飽和に達していて, その次数は妖 ル), クラス
 は認 であるという。 更に, この概念は局所近似に関して も考えることが出来る。
 著者は三角多項式及び代数多項式による近似における局所飽和に関する基本定理を与え, 次にそれら
 を用い て, いくつ かの具体的な近似法に対して局所飽和の次数とクラスを決定した。 更に, 飽和現象と
 最良 近似 との関連 に注目し て, F・urier級数のR iesz平均によ る函数の近似度 の評価を改良し rこ。
 第1章 三角多項式近似における局所飽和
 区間 〔の δ〕 を区間( 一π, π)の任意に固定された1っの部分区間とするとき, ∫(必)6Lρ(の ゐ)
 ΩL(一π・ π)に対して, ∫(畠)の 〔α・ ゐ〕 における連続率とは
    ωP(へ∫; … )≡がu場 1げ({ )ガ(諾) Il p, (αψ)
 であると定義する。 ここに,
    1げ (∬)。ハ(喝 ゐ)≡( 丑δ1 ∫(必) 内記)ナ q≦p ≦・・)
     う珊ゐ〕 げω1 (P=。。)
 であ り, 近似法の約束により0(一π, π)=五。。( 一π, π)とかくことにする。
 2.1 基本定理
  周期 2π をもつ函数f(諾)C五(一π, π) に対して、 そのFourier 級数を
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 5(∫) 一筆+主峯1(α左 c曲+みたs廠)
     
   = ぎ。∠左(∬)
 とし・ Lip( 1卯1偽 ゐ)とは函数の集合{∫(畠) CLρ( 偽 ゐ)nL〔一π・ π):ωp( δ, ∫ 他, 6)=o(δ)1であ
 ると定義する。 今, 近似法として, 次の線型作用素を考える。
          。o (昂)
   Lπ(∫;記) ㍉峯。 ρμ 廊)
        一}4 ∫(拓+孟)u見 ω d孟,
   Uπ(オ) 一音4 左量14㌦s 6≧・
 _, 〃総和函数,ρ!㌔一。, ・, 2,……) に対してρ1% り・ か…函数卯(π)一 1一ρ1(肥1
 は正値の非増加函数 で,
               1一ρ(π) '
      (π) 2
    ]imρi=1・ hm (π1=4
    πウ。。 砂。。1一ρ1
 をみたすものとす る。 このと き, ∫(r)6♂(α砂)nL(一π, π) (1≦p≦。。)に対して次の定理が成立
 す る。
 定理1 〔α1, ゐ1〕 を(α、 ゐ) の任意に固定された1つの部分区間とするとき,
  (B I1 婦∫;記)一∫(諾) ㌦ (α, ゐ)一・( 1一ρ1(π〕)ならば, ∫』)は
     〔衡, へ〕 上で一次函数であ る。
                      (陀)
  (2。) ll 玩(∫;諾)一∫(¢) Il p, (α, ゐ)= ・(1一ρ1 )ならば
    プ(瞬 Lip( 1・PlαP ゐ1)
  (3。) プ(媒 Lip(1・plα・ ゐ) ならば
                        @
     h疏(∫;畠) ザω1ゆ, (α1, δ1)=o(1『ρ1 )・
 簡単のために ■ヒ述の定理を
   L. Sa t. (L π)一 て{∫げ1C Lip(1卿, ゐ) 1, 1一 ρ1πh ine乱r〕
 とかき, 玩 の局所飽和定理という。
  次項か ら定理1の応用 を述べ る。
         ノ
  1.2 de la V翫11ee Poussin の特異積分に対する局所飽和
          ん品 孟
    Vπ(∫;房)=万 4∫(詔+孟) c・s2 π万 己孟
           。。 (π!)2
         =Σ] ∠左僑)
          乃=o ( π一た) !( π十産) !
            2π( 2π一 2)一・一一 4.2
        ん陀 =
           (2π一1)(2π一3)一一一3.1
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 をde la Val掩e Poussin の特,巽根分という。
 定理2
                            
    L. Sat. (Vπ) 二 〔{.fI∫ ℃Lip〔1ρi缶 ゐ)1, π, 1inear〕.
 L3 」&ckson-de ]乱 V&】 掩e Poussin の特異積分に対する局所飽和, これは次のように定義され
  る。
           1 2孟巨inオ
    1昂(∫ω=2πτ、∫義∫〔 ω+ 7)〔 孟 )4己`
          2η一1 左
         =左ヨ。 ん(i)4 (∬1
    磯讐一 怯欝1111瀧葬
 定理3 L. Sat. (1π)= 〔{∫1∫,∈L ip( 1.plα ゐ) }, ガ2, linear }.
 L4 GausrWeierstrass の特異積分によ る局所飽和
    解( 飼 ξ)一厚 イ」 撫+孟)exp(一哲2 /ξ 励
             
           =ぎ。 exp〔『左2 ξ/4)ψ)
 をG au甘rWeiergtrass の特異積分といい, ξ→0のとき を考え る。
 定理4 L. S巳t. (解(ξ))= q∫1∫℃Lip(1,pl偽 6) 1, ξ, 1inear〕.
 1.5 Generahzed Jackson operator による局所飽和, 加を任意の偶数とするとき
             1 2孟sin直配
     Lπ,配〔∫;記)= 五友∫(諾+一)( )晦
            2πτ柵 π6
        1 sin6
     τ肌=一∫。。( )㌦`
       2π一〇〇 舌
 を一般化 された Jack80n の作用素 とい う。
 定理5 L. Sat. (Lr～ 肛) = 〔{∫1∫1∈Lip( 1,plα, ゐ)L ガ2, 1inear〕, ここに, m≧4とす
 る。
 (注意) 1. 定理5で勉=2のときは除 く。 定理5で肌=4とおくと定理3をうる。
 (注意) 2, 参考論文で示されていることであるが定理1の応用例 で, 更に重要ないくつかのもの
     がある。 それらは, 一般化されブこGausrWeierstraピs の特異積分, 08tm粥ki の作用
     素 Ma七Suokaの作用素, Korovkin の作用素等によ る局 所飽和定理である。
 第2章 代数多項式近似における局所飽届
 代数多項式によ る連続函獄の近似に関する飽和定理はK. de I、 ee}群( 1959年)が Bemstein 多項式
                     458
 について考えπことにはじま り, その局所飽和定理はG. G. Lorentz( 1963年)によ る。
 著者 は Bem∈tein多 項式を特別 な場合 とし て含 むよ うなある線型作用素 に対 して も, 局所飽和現象が
 起ることに注目し, これを与える一般定理を得た。 近似法として次の3つの性質を有する線型正作用素
 五π を考える。 L几 が正であるとは「∫ (諾)≧0のとき L島(,f ㍑)≧0」がいえることと定義する。 諾∈〔 ¢,
 切 に対して,
    P1 :∫(諭が一次函数であるとき, 乱〔∫ 弼)=∫し),
    P2:∫伽)=エ2 のとき, 〔α、 加 で一様に
              ψ(ω) 1
      Lπ (∫;詳) 一∫(の) ・二 一 + n(一 ),
               ππ
      ここに, φ(z) とは五π の形に依存して定ま る, 連続な2次の導函数をも ち, (偽 ゐ)上で
      は0とはならな い函 ・数とする。
    P目:1より大なる正整数規が存在して・ 〔α・ ゐ〕 で一様に
      Lπ {(オー記)2ml副 一。 (⊥).
                  π
 このような玩(∫1諾)(∫(畠)ε0 @ の )に対してはP. P. Korovkin の定理によ り, 葛と島 から
 〔偽 δ〕 における 玩 〔∫ 弼)のプ (諾) へ の・一様収束性が出るし, P3 の性質は収束の度合に関係してく る。
 2.1 基本定理
 0≦αく 乃≦R なる実数値 α, 6、 Rが与えられた とき
    αくα1くα2くαくβく δ2く 恥 く。み
 となるようにα1, α2, α、 β, ゐ2, 砺 を任意に定め, 次の函数の族uを導入する。
    U ≡{砧(諭二ψ(紛g(諭, 諾 ε 〔0,R〕lg(分602 〔0, R〕 かっ
       ( α, β)の外では0である1
 次に, ∫し)ε0 〔α, ゐ〕 と島(∫ 鋤)に対して, 汎魎数イ丑(.プ) を次のように定義する。
                ノごな
            L昂(∫;τ)一∫(万) 左
    痴(∫)=雀混くゐ皿 尭 μ(τ)
              ψ(一)
       π
                 κ距た
       = 釜罫く 丸(ゐ 昂 〔疏 (∫1マ )』∫(万)〕9(万)
          11
 このと き一・ 9(磁) %, δ) …π躍の19励・ 9ωεo 〔の ゐ〕 とするとき次の定理が戯する・
 定理1 玩(∫ 弼)は∫(劣)ε0 〔α, ゐ〕 に対して定義される線型正作用素で, 性質P1, P2, P3 をみた
 すものとす る。
  (1。) あ る絶対定数Kが存在して・ 任意の∬(廊)θC 〔α, δ〕 に対して・ (来) 1オ.(g)[≦孟
      1-911(σ,δ) であり・ 更に
                 虹ψ (エ)
       砿ば∫揺)一∫ω !く,託%の, (π=1,2.……・一)
                  2ル
       であるとき, 〔α、バ 1二で ヂ(記)←'Lip“ 1.
;59
  (2。) (1。) の仮定に加えて, 〔妬, 乃1〕 の殆んどすべての点で・
                  1
       L昂 (∫;諾) 一∫ω =o( 万 )
     が成立すれは, ∫(諾) は 〔αp 砺〕 で一次函数である。
  (3。) プ(躍) ∈Lip雌 が 〔殉, ゐ1〕 でいえるとすれば 〔α2, 62〕 で一様に
     臨(御)一∫ω K 馨ω+・( 青)
     が成立する。 ここに, g彰)∈Lip湿1とは 偽 諾'ε 〔的 ゐ〕 について,
       19◎) 一 9α) 1≦M lエ 一諾11
     が成立することであ る。
     この事実を簡単に
        L.S麟. (L陀 )一 〔{∫1ヂ6Lip破 11, π一', linear、 ψω〕
   とかくことにする。
 2.2 定理1の応用例
 〔1} Bemstein 多項式.β見(∫1拓) は∫(エ)ε0〔0, 1〕 に対して
    B配(∫1ω)= 色 ∫(吾) (号) 訪(1一諾 )昂一丸
          左=o
  と定義され る。
 121 Sz毎z の作用素Sn〔∫ 弼) は∫(ω)eo 〔0,D。〕 に対して
    5・ 瞬)一・ 虐。 袴 )岩〔π諾)κ
  と定義きれる。
 〔31 Ba6kakov の作用素Vπ(∫ 鶏)は∫ ω∈0 〔0,。。)に対して
    咄 1∬) 一( 1量諾).距量。 π( 叶1)マ1`( 滑 1) (舌)㌧(奇)
  と定義され る。 これらにっ いて次定理が成.立 する。
 定理2
  (1。) L Sat. (Bπ)= 〔{.ブ1.fτω∈L圭P盟1ト ガ㌧ hnpar・ 劣q一諾)〕
  〔2。) L. Sat. (5π)一 〔{∫]プ(諾)∈Lip醒1 1コ ガ1-inear, の
  (3。) L. S乱t. (Vη)一 〔{.f げω∈Lip甜1 1, ガ1, 1inear, 諾( 1+∬)〕
 (注意) 1. 定理2の〔 1。)はG. G.Lorentz によっ て得られた結果である。
 (注意) 2, 参考論文で示したことであるが, 定理1での仮定〔 来) を痴(∫)の代りに
     ～ π2主席左
     オ罵 〔∫)= 変kくδ (出+鶴)( H+馳) 〔L褐(∫1 髭+篇 )ゴ(蕊)〕 9〔 施)
          距十π
   がみたしていても定理1は成立する。 この事実を用いると, Meyer-Kδni㎎ and ZelIRr の
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礁
   の作用素
           。。 ン レ+π
    陥(∫;拓)㍉ヨ。∫(兀)(. )αレ(1一諾) 呪 ∫ω ∈C 〔0・1〕
   に関する局所飽和定'理:
     L. Saむ. (陥)瓢 〔{∫1∫1eLip“11, π一1, ]inear, 誤1一諾)2〕
   を得 る。
 代数近似にお いては〃逆の問題〃, 即ち 蒼似度か ら函数の構造 的性質を出すこと は極めて困難である
 ことが多いし, 一般に甚だ微.妙な計算が必・要 となること を付記する。
 第3章 飽和理論の応用
 Fourier 級数 のR lesz 平均によ'る 函数近似を考え る。
 ∫ωを周期 2π をもつ・ (一π」)での可積分函数と し・ そのRiesz 平均を
    Rπ〔弄 ∬) 初n 却 (⊥)∠1ω+………+ 卯( π一1)∠ π一1ω
              π
    似ω二(1一/)δ (β,δ>0)
 とする。 ここに, 似"は〔0,1〕 で定義された函数で, ( 0,1)で有界変分, 似0)=1とする。
 定理1 ∫ωはr醐分可能鷹 更に∫(「1(必)∈L }(Oq≦1)とすると
                    1
  (1。) IRn(∫1劣) 一∫@)]謡。( α+r)一…一β> αヰrのとき,
                    π
                   109π
  ( 2。) IR昂(∫;房)一∫伝)1=o( α+r )…・…・・〃= α十r のとき,
                   π
                    1
  (3。) ]Rπ(∫;諾')一∫@)1=o(一ヲー) …………βく α十r のとき、
                    π
  更に, (2。)でとくに, β=rが偶数で, α=0のときは
                    1
       1R淑.f・ 諾)一∫(諭1=o(二7)
                    η
 この定理は.バ磁)のRη(∫ 揺) による一様 近似の度合についてのSz Nagy による定理を〃飽和〃の立
 場 から考察して得られ。 る。
 (注意) 1. Nagy の結果では近似度がδに関係していたが, 定理1から, 実は無関係であることが
      知 られ る。
 (注意) 2. δ二1で、 βが整数のときはZygmund(1945年)による。
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 論文審査結果の要旨
 関数の近似法が 線型 作用素によって与えられている場合は所謂飽和の現象が起ることが多い。 ここに
 飽和というの は次のよ うに定義さ れ る。
 P、パ ∫、 ∬)を∫のある近似 法とするとき, 正の減少関数g(π)とある関数族Kとが存在し 1げ 一P訓 =
 o{ 似勘)1となるのは∫が 近似法の不変元 の時に限 i), 1げ 一P丑 Il ニ0{何π)1 となるのは∫∈ κの時
 に限るならばこの近似法は次数 頓鳩 関数族Kで飽和に達しているとい う。 関数 近似論において飽和族
 と次数を求めることは最良近似とも密接な関係があ り, 基本的な問題の・一つであ る。
 著者はまず第 一章で正の三角多項式近似にお ける局所飽和の一般定理 を示してい る。 特にそのうち近
 似法が
    P見( 砂) 骨身(畠+孟)齢1㍑
    咄一着+左翼1 ρβ1 c・sπ6≧・
                   (副
         (η) 1一ρ2
 の形で ]im凸=1, ]im =4
     剛 見申。。1一ρ1の
 が成立するものだけに限定して, 非常に扱 い易 い一般定理を与えた。 こ の応用として」 &ckson, G au舗一
 Weierstr&籠, 0前rowski, Kor ovk iΩ の作用素などに関する局所飽和族と次数を決定した。
 第二章では代数多項式に関する一様近似について局所飽和の問題 を取扱ってい る。 代数多項式は上の
 三角多項式と異り交換可能でないので, 困難な点が多い。 にも拘らず筆者は関数解析的手法により可成
 り広範囲の作用素に対してあてはまる一般定理を得 ブこ。 これは汎関数
          P几( ∫諺 /π) 一.f( κ/π)
    卿)㌦α翼ぐηδ φ(な/π) 漁/π)
 についてその有 界性1∠昂(プ) 1≦な Ii ∫ Ii, ∫∈0( 砺ゐ) を示すことができ れは飽 和の問題が解けると
                          ノ
 いう一般論を与 えた のである。 これ を利用してB ernstein, SzaEz, Baskakov, Meyer-K面g- Zel]er
 の作用素について, 局所飽和の問題を解決した。





 よって鈴 本義 也提出の論文は理学博士の学位論文として合格と認め る。
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